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§1. Поле комплексных чисел

При решении различных задач возникает потребность

расширения запаса чисел. Так, для решения уравнения

x + 1 = 0 недостаточно натуральных чисел, для решения

уравнения 2x − 1 = 0 недостаточно целых чисел, для реше-

ния уравнения x2 − 2 = 0 недостаточно рациональных чи-

сел. Расширяя систему N натуральных чисел, мы приходим

к системам Z, Q, R целых, рациональных и действитель-

ных чисел. Для решения некоторых задач недостаточно и

действительных чисел. Например, уравнение

x2 + 1 = 0 (1)

не имеет решения в поле R действительных чисел. Построим

систему чисел, в которой уравнение (1) имеет решение. В

качестве исходного материала для построения новой системы

чисел используем упорядоченные пары действительных чи-

сел.

1. Система комплексных чисел. Рассмотрим множес-

тво всех упорядоченных пар действительных чисел. Две па-

ры (a, b), (c, d) считают равными и пишут (a, b) = (c, d), если

a = c, b = d.

О п р е д е л е н и е 1.Множество всех упорядоченных

пар действительных чисел с заданными на нем операциями
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сложения и умножения пар

1) (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d),

2) (a, b)(c, d) = (ac− bd, ad + bc)

называется системой компл ′ексных чисел и обозначается C.

Элементы из C называются комплексными числами.

Отметим, что операция сложения в C такая же, как в

пространстве R2. Менее понятен выбор операции умножения,

её естественность станет видна при изучении C.
Правила действий с комплексными числами аналогичны

правилам действий с действительными числами.

Т е о р е м а 1. Система комплексных чисел C является

полем.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Операции сложения и умножения

комплексных чисел ассоциативны и коммутативны:

((a, b) + (c, d)) + (e, f ) = (a, b) + ((c, d) + (e, f )),

(a, b) + (c, d) = (c, d) + (a, b),

((a, b)(c, d))(e, f ) = (a, b)((c, d)(e, f )),

(a, b)(c, d) = (c, d)(a, b).

(2)

Действительно, выполняя действия в правых и левых частях

равенств (2) и сравнивая результаты, получим тождества.

Аналогичным образом, имеет место дистрибутивность

((a, b) + (c, d))(e, f ) = (a, b)(e, f ) + (c, d)(e, f ).
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Нулевым элементом в C, очевидно, является комплексное

число (0, 0):

(a, b) + (0, 0) = (a, b),

а противоположным элементом к (a, b) – комплексное число

(−a,−b):

(a, b) + (−a,−b) = (0, 0).

Единичный элемент определяется из уравнения

(a, b)(x, y) = (a, b). (3)

Выполняя действия в левой части равенства (3) и сравнивая

результат с правой частью, получим систему уравнений
{

ax− by = a,

bx + ay = b,

откуда x = 1, y = 0. Таким образом, комплексное число (1, 0)

является единичным элементом в C.

Обратный элемент к (a, b), (a, b) 6= (0, 0) определяется из

уравнения
(a, b)(x, y) = (1, 0),

эквивалентного системе уравнений{
ax− by = 1,

bx + ay = 0,

откуда x = a/(a2 + b2), y = −b/(a2 + b2). Следовательно,

(a, b)−1 = (
a

a2 + b2
,

−b

a2 + b2
).

¥
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З а м е ч а н и е 1.Метод построения поля C из элемен-

тов множества R2 упорядоченных пар действительных чи-

сел не допускает обобщения на множества Rn упорядоченных

наборов n действительных чисел при n > 2. Точнее, справед-

ливо следующее утверждение: на Rn, n > 2 нельзя опреде-

лить операции сложения и умножения элементов, с которыми

Rn было бы полем. Однако, на R4 можно определить опе-

рации сложения и умножения элементов так, что будут вы-

полнены все аксиомы поля, к р ом е к омму т а т и в н о с т и

умн ожени я; получающийся при этом алгебраический объ-

ект называется системой кватернионов и обозначается H.
Система кватернионов H строится по полю C по тому же

«принципу удвоения», по которому система комплексных чи-

сел строилась по полю R. На множестве H = C × C упоря-

доченных пар комплексных чисел определим операцию сло-

жения так же покомпонентно:

(α, β) + (γ, δ)
def
= (α + γ, β + δ),

а операцию умножения модифицируем, учитывая возмож-

ность сопряжения в C:

(α, β) · (γ, δ)
def
= (αγ − βδ, αδ + βγ).

Кольцо (H, +, ·) не удовлетворяет только одному условию по-

ля: коммутативности умножения (такого типа кольца назы-

ваются телами). Если теперь применить «принцип удвое-
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ния» к телу H, то получится кольцо, называемое системой

октав или системой чисел Кэли. В кольце октав не выпол-

нены уже два условия поля: коммутативность и ассоциатив-

ность умножения. Если «принцип удвоения» применить к

кольцу октав, то в результате получится кольцо, в котором

н е в с е н е н у л е вы е э л ем е н ты о б р а т имы (см. [6]).

2. Вычитание и деление комплексных чисел. Опе-

рации, обратные к сложению и умножению комплексных чи-

сел, называют, как обычно, вычитанием и делением и исполь-

зуют для них привычные обозначения.

Приведем выражения разности и частного комплексных

чисел:

(a, b)− (c, d)
def
= (a, b) + (−(c, d)) = (a, b) + (−c,−d) =

= (a− c, b− d);

если (c, d) 6= (0, 0), то

(a, b)
(c, d)

def
= (a, b)(c, d)−1 = (a, b)

(
c

c2 + d2
,

−d

c2 + d2

)
=

=

(
ac + bd

c2 + d2
,

bc− ad

c2 + d2

)
.

3. Алгебраическая форма комплексного числа.

Рассмотрим комплексные числа вида (a, 0). Такие комплекс-

ные числа очень похожи на действительные числа, правила
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действий с ними такие же, как с действительными числами:

(a, 0) + (b, 0) = (a + b, 0),

(a, 0)(b, 0) = (ab, 0).

Нетрудно видеть, что множество комплексных чисел вида

(a, 0) является подполем поля C, изоморфным полю R дейст-

вительных чисел; изоморфизмом здесь может служить про-

екция: pr(a, 0) = a. Учитывая соглашение о неразличении

изоморфных объектов, комплексное число (a, 0) естествен-

но отождествлять с действительным числом a и для упро-

щения записи обозначать одной буквой a, т. е. (a, 0)
des
= a.

Комплексное число (0, 1) обозначим символом i, оно облада-

ет замечательным свойством i2 = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0), его на-

зывают мнимой единицей. При сделанных обозначениях ком-

плексное число вида (0, b) можно записать следующим обра-

зом: (0, b) = (b, 0)(0, 1) = b i. Тогда всякое комплексное число

(a, b) можно представить в виде: (a, b) = (a, 0)+(0, b) = a+b i.

Такая форма записи комплексного числа (a, b) называется

его алгебраической формой. Для комплексного числа α =

= a+b i действительное число a называется действительной

частью числа α и обозначается Re α, а действительное число

b называется мнимой частью числа α и обозначается Im α.

Алгебраическая форма удобна при выполнении действий с

комплексными числами, поскольку в этом случае действия с

комплексными числами выполняются по обычным правилам

действий с алгебраическими выражениями с учетом условия
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i2 = −1:

(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i,

(a + bi)− (c + di) = (a− c) + (b− d)i,

(a + bi)(c + di) = (ac− bd) + (ad + bc)i,
a + bi

c + di
=

(a + bi)(c− di)

(c + di)(c− di
=

ac + bd

c2 + d2
+

bc− ad

c2 + d2
i.

Отметим, что в построенном поле C уравнение (1) имеет

решения: i, −i.

З а м е ч а н и е 2. Так как множество всех комплекс-

ных чисел вида (a, 0) является подполем поля C, изоморф-

ным полю R действительных чисел, то построенное поле C
можно рассматривать как расширение поля R. Возникает

естественный вопрос: можно ли построить другие расшире-

ния поля R, в которых уравнение x2 + 1 = 0 имеет решения,

т. е. в которых существует элемент j такой, что j2 = −1?

Оказывается, что, при естественном условии минимальности

расширения, построенное поле C единственно с точностью

до изоморфизма, переводящего все действительные числа в

себя. Точнее, расширение P поля R называется минималь-

ным, если для всякого поля P ′ такого, что R ⊂ P ′ ⊂ P ,

либо P ′ = R, либо P ′ = P . Указанная единственность рас-

ширения теперь может быть описана следующим образом.

Если P – минимальное расширение поля R, в котором урав-

нение x2 +1 = 0 имеет решение j, то существует изоморфизм
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f : C → P такой, что f |R = IR (т. е. f (α) = α для всякого

α ∈ R) и f (i) = j. Таким образом, все расширения поля R
указанного вида представляют собой различные модели поля

комплексных чисел C (см. [5]).

У п р а ж н е н и е 1. Покажите, что множество всех

матриц вида

(
a b

−b a

)
, где a, b ∈ R, с операциями сложе-

ния и умножения матриц является полем, изоморфным полю

комплексных чисел C.

Упражнения

1. Вычислите
(1 + 2i)(3− 4i)

(−5 + 6i)
.

2. Решите систему линейных уравнений




z1 + iz2 − 2z3 = 10,

z1 − z2 + 2iz3 = 20,

iz1 + 3iz2 − (1 + i)z3 = 30.

3. Покажите, что множество всех матриц вида(
α β

−β α

)
, где α, β ∈ C, с операциями сложения и умноже-

ния матриц является телом, изоморфным телу кватернионов

H.
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§2. Геометрическая интерпретация

комплексных чисел

1. Геометрическое изображение комплексных чи-

сел.Действительные числа при их геометрической интерпре-

тации изображают точками числовой прямой. Комплексные

числа изображают точками плоскости. Выберем на плоско-

сти декартову прямоугольную систему координат. Комплекс-

ное число (a, b) = a+ bi естественно изобразить точкой плос-

кости с координатами a, b (рис. 1).

Рис. 1

Таким образом устанавливается биективное соответствие

между множеством всех комплексных чисел и множеством

всех точек плоскости. Плоскость, на которой изображают-

ся комплексные числа, называется комплексной плоскостью.

Комплексные числа вида (a, 0), отождествляемые нами с дей-

ствительными числами, изображаются точками оси абсцисс,

называемой действительной осью комплексной плоскости.

Комплексные числа вида (0, b), называемые чисто мнимы-

ми, изображаются точками оси ординат, называемой мнимой

осью комплексной плоскости.
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Комплексные числа изображают также векторами на

плоскости, сопоставляя каждому комплексному числу α век-

тор с началом в начале координат и с концом в точке плос-

кости, изображающей число α (т. е. радиус-вектор этой точ-

ки). Такое изображение удобно для геометрической интер-

претации сложения и вычитания комплексных чисел. Лег-

ко видеть, что вектор, изображающий комплексное число

α + β, является суммой векторов, изображающих числа α

и β (рис. 2), а вектор, изображающий число α− β, является

разностью векторов, изображающих числа α и β (рис. 3).

Рис. 2 Рис. 3

Геометрическая интерпретация операций умножения и

деления комплексных чисел станет возможной после того,

как мы укажем еще одну форму записи комплексных чисел.

2. Модуль и аргумент комплексного числа. Ком-

плексное число α = (a, b) = a + bi мы изображаем точкой

M(a, b) комплексной плоскости с координатами a, b. Положе-
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ние точки M вполне определяется её полярными координата-

ми r, ϕ: длиной r радиус-вектора точки M и величиной уг-

ла ϕ между положительным направлением действительной

оси и радиус-вектором точки M (если точка M совпадает с

началом координат, то величина ϕ неопределённа, т. е. мо-

жет быть равна любому действительному числу). Поскольку

угол можно отсчитывать многими способами, то величина ϕ

определена лишь с точностью до слагаемых вида 2kπ, k ∈ Z
(рис. 4).

Рис. 4

Число r называется модулем комплексного числа α и обо-

значается |α|, а величина ϕ называется аргументом комп-

лексного числа α и обозначается arg α.

Таким образом, аргумент определен неоднозначно. В

дальнейшем, говоря об аргументе комплексного числа, мы

будем подразумевать какое-нибудь одно его значение, безраз-
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лично какое.

Ясно, что два отличных от нуля комплексных числа рав-

ны тогда и только тогда, когда их модули совпадают, а аргу-

менты отличаются на 2kπ.

Отметим, что для модуля комплексного числа α = a + bi

справедливо равенство

|α| =
√

a2 + b2,

а аргумент ненулевого числа α с точностью до 2kπ опреде-

ляется формулой

arg α =





arctg
b

a
+ π(1− sgn a), при a 6= 0;

π

2
sgn b, при a = 0.

З а м е ч а н и е 1. Многозначности при определении

понятия аргумента легко можно было бы избежать, огра-

ничившись каким-нибудь одним значением аргумента (на-

пример, из полуинтервала [0, 2π)). Однако, такое ограниче-

ние оказывается неудобным при дальнейшем изучении ком-

плексных чисел, особенно в теории функций комплексного

переменного.

3. Неравенства для модуля суммы и разности ком-

плексных чисел. Для комплексных чисел нельзя разумно

определить понятия «больше» и «меньше», поскольку изоб-

ражения комплексных чисел, в отличие от действительных
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чисел, располагаются не на прямой, точки которой упоря-

дочены естественным образом, а на плоскости, точки кото-

рой не имеют естественной упорядоченности. Однако, можно

говорить о неравенствах модулей комплексных чисел, так как

модули комплексных чисел – действительные числа. Нера-

венства для модулей комплексных чисел аналогичны нера-

венствам для модулей действительных чисел.

Т е о р е м а 1. Для любых комплексных чисел α, β

справедливы неравенства:

|α| − |β| ≤ ||α| − |β|| ≤ |α± β| ≤ |α| + |β| (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим два случая.

Пусть сначала векторы, изображаюшие комплексные числа

α и β, не лежат на одной прямой. Тогда комплексное число

α + β изображается диагональю параллелограмма со сторо-

нами длины |α| и |β| (рис. 5).

Рис. 5

В силу теоремы элементарной геометрии о сторонах тре-

угольника (длина стороны треугольника меньше суммы длин

двух других сторон) имеем
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|β| − |α|, |α| − |β| < |α + β| < |α| + |β|,
откуда

|α| − |β| < ||α| − |β|| < |α + β| < |α| + |β|,
что и доказывает неравенства (1) в данном случае.

Если же векторы, изображающие числа α и β, лежат на

одной прямой, т. е. пропорциональны, то неравенства (1) сле-

дуют из аналогичных неравенств для действительных чисел.

Действительно, пусть для определенности, β = rα, r ∈ R.
Тогда

|α + β|
||

(|1| − |r|)|α| ≤ ||r| − |1|| · |α| ≤ |r + 1| · |α| ≤ (|r| + |1|)|α|
|| || ||

|α| − |β| ||α| − |β|| |α| + |β|
Неравенства (1) для случая |α + β| полностью доказаны. За-

меняя в неравенствах (1) β на−β и учитывая, что |−β| = |β|,
получаем неравенства (1) для случая |α− β|.

¥

4. Сопряженные числа.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть α = a + bi – некоторое

комплексное число. Число a − bi называется числом, сопря-

жённым с α и обозначается α.
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Числом, сопряженным с α, будет, очевидно, α, т. е. α = α.

Таким образом, можно говорить о паре взаимно сопряжен-

ных чисел. Ясно, что действительные числа (и только они)

сопряжены сами себе.

Точки комплексной плоскости, изображающие сопряжен-

ные числа, симметричны относительно действительной оси

(рис. 6).

Рис. 6

Поэтому |α| = |α|, arg α = −arg α.

Следующая теорема характеризует важность понятия со-

пряженного числа (утверждения 1),2)) и описывает простей-

шие свойства сопряженных чисел.

Т е о р е м а 2. Пусть α и β – комплексные числа.

Тогда:

1) сумма и произведение сопряженных чисел являются

действительными числами: α α = |α|2, α + α = 2Reα;

2) если α 6= 0, то α−1 =
α

|α|2 ;

17



3) α + β = α + β;

4) αβ = α · β;
5) (−α) = −α;

6) если α 6= 0, то (α−1) = (α)−1;

7) (α− β) = α− β;

8) если β 6= 0, то (
α

β
) =

α

β
.

Доказательство равенств 1) – 8) сводится к вычислению

левых и правых частей и их сравнению.

Упражнения

1. Изобразите на плоскости множество точек, соответст-

вующих комплексным числам z, удовлетворяющим услови-

ям:

а) |z| = 1; б) arg z = π
3 ; в) |z| 6 2;

г) |z − 1− i| < 1; д) |z + 3 + 4i|65; е) 2 < |z| < 3;

ж) 1 6 |z − 2i| < 2; з) |arg z| < π
6 ; и) |Re z| 6 1;

к) − 1<Re iz<0; л) |Im z|=1; м) |Re z+Im z|<1;

н) |z−1|+|z+1|=3; о) |z+2|−|z−2|=3; п) |z−2|=Re z+2.

2. Найдите все комплексные числа сопряжённые

а) своему квадрату; б) своему кубу.

3. Покажите, что:

a) комплексное число z является действительным тогда

и только тогда, когда z = z;

b) комплексное число z является чисто мнимым тогда и

только тогда, когда z = −z.
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4. Докажите, что произведение двух комплексных чисел

является действительным числом тогда и только тогда, когда

одно из них отличается от сопряжённого к другому действи-

тельным множителем.

5. Выясните, при каких условиях произведение двух ком-

плексных чисел является чисто мнимым числом.

6. Докажите, что если в результате конечного числа опе-

раций сложения, вычитания, умножения и деления над ком-

плексными числами z1, . . . , zn получается число z, то в ре-

зультате тех же действий над сопряжёнными с ними числами

z1, . . . , zn получится число z сопряжённое с z.
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§3. Тригонометрическая форма комплексного числа

1. Тригонометрическая форма записи комплекс-

ного числа. Модуль r и аргумент ϕ комплексного числа

α = a + bi связаны с его компонентами следующим образом:

a = r cos ϕ, b = r sin ϕ. (1)

Подставляя вместо компонент числа α = a+bi их выражения

(1), получаем

α = r(cos ϕ + i sin ϕ). (2)

Форма записи (2) комплексного числа называется триго-

нометрической.

П р е д о с т е р е ж е н и е («Ложные грибы»).

Форма записи комплексных чисел

α1 = (−2)(cosπ
3 + i sinπ

3), α2 = 2(cosπ
3 − i sinπ

3),

α3 = 2(sinπ
3 + i cosπ

3), α4 = 2(cosπ
3 + i sinπ

4)

похожа на тригонометрическую, но не является таковой.

Тригонометрическая форма записи чисел α1, α2, α3, имеет

вид
α1 = 2(cos4

3π + i sin4
3π),

α2 = 2(cos5
3π + i sin5

3π),

α3 = 2(cosπ
6 + i sinπ

6).

Нахождение тригонометрической формы числа α4 натал-

кивается на обычную трудность задачи перевода алгебраи-

ческой формы записи комплексного числа в тригонометри-
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ческую и обратно: по значениям действительной и мнимой

частей найти т о ч н о е значение величины угла, а по вели-

чине угла найти т о ч ны е значения его синуса и косинуса.

2. Умножение и деление комплексных чисел в

тригонометрической форме. Тригонометрическая форма

записи удобна для выражения произведения и частного ком-

плексных чисел.

Т е о р е м а 1. Произведение комплексных чисел α1,

α2 есть комплексное число, модуль которого равен произведе-

нию модулей, а аргумент – сумме аргументов сомножителей:

|α1α2| = |α1| · |α2|, arg(α1α2) = arg α1 + arg α2.

Аналогично, для частного комплексных чисел:∣∣∣∣
α1

α2

∣∣∣∣ =
|α1|
|α2|, arg

(
α1

α2

)
= arg α1 − arg α2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть α1 = r1(cos ϕ1 +

+i sin ϕ1), α2 = r2(cos ϕ2 + i sin ϕ2). Тогда имеем

α1α2 = r1r2[(cos ϕ1 · cos ϕ2 − sinϕ1 · sinϕ2)+

+i(sinϕ1 · cos ϕ2 + cos ϕ1 · sinϕ2)] =

= r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)),

(3)

что и доказывает утверждение теоремы о произведении. Ут-

верждение о частном следует из равенств α1
α2

= α1α
−1
2 , α−1

2 =

= α2
|α2|2 = r2

r2
2
(cos ϕ2 − i sin ϕ2) = r−1

2 (cos(−ϕ2) + i sin(−ϕ2)) и

доказанного утверждения о произведении.

¥
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Теорема 1 позволяет интерпретировать на комплексной

плоскости умножение и деление комплексных чисел (рис. 1):

Рис. 1 Рис. 2

Произведение комплексных чисел α1 и α2 легко постро-

ить геометрически (с помощью циркуля и линейки). Из рис. 2

ясно, что это можно сделать, построив подобные треугольни-

ки (0, 1, α1) и (0, α2, α1α2).

З а м е ч а н и е 1. Сравнение выражений для суммы

и произведения комплексных чисел, заданных в алгебраичес-

кой и тригонометрической форме, позволяет сформулиро-

вать общий принцип: алгебраическая форма записи ком-

плексных чисел удобна для выражения их аддитивных

свойств, а тригонометрическая форма – для выражения

мультипликативных свойств. Отметим, что принцип не рас-

пространяется на алгебраические действия с конкретными

числами. Например, ясно, что при вычислении произведения

(2 + i
√

5)(3− i
√

7) не следует переходить к тригонометриче-
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ской форме.

3. Возведение комплексного числа в степень. Фор-

мула Муавра. Отметим сначала, что i2 = −1, i3 = −i, i4 =

= 1, откуда для всякого k ∈ N получаем

i4k = 1, i4k+1 = i, i4k+2 = −1, i4k+3 = −i. (4)

Для нахождения степени (a + bi)n, n ∈ N произвольного

комплексного числа a + bi можно воспользоваться формулой

бинома Ньютона (справедливой и для комплексных чисел):

(a + bi)n = an + C1
na

n−1bi + C2
na

n−2b2i2 + . . .

. . . + Cn−1
n abn−1in−1 + bnin.

(5)

Заменяя степени ik в правой части формулы (5) их значени-

ями в соответствии с равенствами (4), получим

(a + bi)n =
[n/2]∑
k=0

(−1)kC2k
n an−2kb2k+

+i
[(n−1)/2]∑

k=0

(−1)kC2k+1
n an−2k−1b2k+1.

(6)

Если комплексное число задано в тригонометрической

форме α = r(cos ϕ + i sin ϕ), то для всякого n ∈ N из фор-

мулы (3) умножения комплексных чисел следует равенство

[r(cos ϕ + i sin ϕ)]n = rn(cos nϕ + i sin nϕ), (7)

называемое формулой Муавра.

З а м е ч а н и е 2. Формула (7) верна и для целых
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неположительных показателей n. Действительно, для n = 0

равенство (7) справедливо: [r(cos ϕ+i sin ϕ)]0 = 1 = r0(cos 0+

+i sin 0). Для отрицательных n, т. е. n = −k, k ∈ N, ввиду
(α)−k = (α−1)k, нужное равенство получается применением

формулы Муавра к числу α1 = r−1(cos (−ϕ) + i sin (−ϕ)).

З а м е ч а н и е 3. С помощью формул (6), (7) можно

получить важные выражения для тригонометрических

функций.

Возводя комплексное число cos ϕ + i sin ϕ в степень n

по формулам (6), (7) и сравнивая действительные и мнимые

части полученных комплексных чисел, получим выражения

косинуса и синуса кратного угла:

cos nϕ =
[n/2]∑
k=0

(−1)kC2k
n cosn−2kϕ · sin2kϕ,

sin nϕ =
[(n−1)/2]∑

k=0

(−1)kC2k+1
n cosn−2k−1ϕ · sin2k+1ϕ.

Можно получить также выражения для степеней cosnϕ,

sinnϕ через косинус и синус кратных углов. Пусть α=cos ϕ+

+i sin ϕ, тогда α−1 = cos(−ϕ) + i sin(−ϕ) = cos ϕ− i sin ϕ,

cos ϕ = (α + α−1)/2, sin ϕ = (α− α−1)/2i. Следовательно,

cosnϕ =

(
α + α−1

2

)n

, sinnϕ =

(
α− α−1

2i

)n

. (8)

Применяя к правым частям равенств (8) формулу бинома

Ньютона и заменяя в полученных выражениях αk, α−k,

0 ≤ k ≤ n на cos kϕ + i sin kϕ, cos kϕ− i sin kϕ соответст-
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венно, получим искомые выражения.

4. Извлечение корня из комплексного числа.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть α – комплексное число

и n – натуральное число. Всякое комплексное число β такое,

что βn = α, называется корнем n-й степени из числа α и

обозначается n
√

α.

Ясно, что если α = 0, то единственным значением n
√

α

является число 0. Рассмотрим случай α 6= 0.

Т е о р е м а 2. Всякое ненулевое комплексное число

α = r(cos ϕ + i sin ϕ)

имеет ровно n различных корней n-й степени:

βk = n
√

r(cos
ϕ + 2kπ

n
+ i sin

ϕ + 2kπ

n
), k = 0, 1, . . . , n− 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что корни

n-й степени из числа α существуют и β = ρ(cos θ + i sin θ) –

некоторый из них. Тогда

[ρ(cos θ + i sin θ)]n = r(cos ϕ + i sin ϕ). (9)

Заменяя левую часть равенства (9) её выражением по форму-

ле Муавра, получим

ρn(cos nθ + i sin nθ) = r(cos ϕ + i sin ϕ).
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Последнее равенство равносильно равенствам

ρn = r; n θ = ϕ + 2kπ, k ∈ Z,

откуда ρ = n
√

r; θ = ϕ+2kπ
n , k ∈ Z (здесь n

√
r – арифметичес-

кое значение корня из положительного числа r). Следова-

тельно, корень β совпадает с одним из чисел множества

n
√

r

(
cos

ϕ + 2kπ

n
+ i sin

ϕ + 2kπ

n

)
, k ∈ Z. (10)

Таким образом, если корни n-й степени из α существуют,

то они принадлежат множеству (10). С другой стороны, n-я

степень всякого числа из множества (10), очевидно, равна

α, т. е. каждое число множества (10) является корнем n-й

степени из α. Следовательно, множество корней n-й степени

из α совпадает с множеством (10). Для завершения доказа-

тельства остается заметить, что среди чисел множества (10)

лишь n различных, например,

βk = n
√

r

(
cos

ϕ + 2kπ

n
+ i sin

ϕ + 2kπ

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

¥

С л е д с т в и е. Точки комплексной плоскости, изобра-

жающие корни n-й степени из ненулевого комплексного чис-

ла α, расположены на окружности радиуса n
√
|α| с центром в

нуле и делят эту окружность на n равных частей, т. е. явля-

ются вершинами правильного n-угольника, вписанного в эту

окружность.
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З а м е ч а н и е 4. Квадратные корни из комплексного

числа α = a+bi можно найти не переходя к тригонометриче-

ской форме. Действительно, пусть u+vi – квадратный корень

из α. Тогда (u + vi)2 = a + vi, откуда
{

u2 − v2 = a,

2 uv = b.

Решая последнюю систему уравнений, найдем два значения

квадратного корня из α:

±



√√
a2 + b2 + a

2
+ i sgn b

√√
a2 + b2 − a

2


 .

Нахождение таким способом корней более высокой степе-

ни, чем вторая, наталкивается на непреодолимые трудности.

Так, уже при нахождении кубичных корней из комплексного

числа приходится решать вспомогательное кубичное уравне-

ние, что в свою очередь требует извлечения кубичного корня

из комплексного числа (Circulus vitiosus !).

5. Степень комплексного числа с рациональным,

иррациональным и комплексным показателями. Сте-

пень комплексного числа α с целым показателем мы опреде-

ляли так же, как степень действительного числа:

αn def
= α · · ·α︸ ︷︷ ︸

n

, α0 def
= 1, α−n def

= (α−1)n, n ∈ N (таким же

образом определяют и степень элемента произвольной алгеб-

раической структуры).
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Степень α
m
n комплексного числа α с рациональным по-

казателем определяют так же, как степень положительного

числа в вещественном анализе: считая, что в записи рацио-

нального числа m
n числа m и n взаимно просты, полагают

α
m
n

def
= n
√

αm. (11)

Согласно этому определению, степень α
m
n комплексного чис-

ла α – это множество, состоящее из n комплексных чисел.

З а м е ч а н и е 5. Степень комплексного числа

с рациональным показателем α
m
n можно определить и без

предположения взаимной простоты чисел m и n следующим

образом:

α
m
n

def
= ( n

√
α)m, (12)

где под ( n
√

α)m понимается множество m-ых степеней корней

n-ой степени из α.

У п р а ж н е н и е 1. Покажите, что для случая, ко-

гда числа m и n взаимно просты, степени α
m
n , определённые

равенствами (11) и (12), совпадают. Приведите пример, когда

m и n не взаимно просты и ( n
√

α)m ⊂ n
√

αm, ( n
√

α)m 6= n
√

αm.

Для определения степени комплексного числа с иррацио-

нальным и комплексным показателями воспользуемся поня-

тиями и результатами вещественного анализа.

Степень комплексного числа α с действительным ирра-

циональным показателем s вводится так же, как в веществен-
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ном анализе с помощью предельного перехода: αs def
=

def
= lim

n→∞
αpn/qn,

pn

qn
→ s (предел последовательности комплекс-

ных чисел {βn = an + ibn} при lim
n→∞

an = a 6= ∞, lim
n→∞

bn = b 6=
6= ∞ равен β = a + ib).

Степень произвольного комплексного числа с произволь-

ным комплексным показателем определим в несколько эта-

пов: определим сначала степень eα действительного числа e с

комплексным показателем α, затем логарифм ln α комплекс-

ного числа α и, наконец, степень αβ комплексного числа α с

комплексным показателем β.

Степень eα действительного числа e с комплексным по-

казателем α = a + bi определим так же, как в вещественном

анализе, с помощью предельного перехода

eα def
= lim

n→∞

(
1 +

α

n

)n

. (13)

Покажем существование предела (13) для всякого α ∈ C
и вычислим предел. Пользуясь выражениями модуля и ар-

гумента произведения комплексных чисел, найдём значения

модуля
∣∣∣∣
(

1 +
a + bi

n

)n∣∣∣∣ =

(
1 +

2a

n
+

a2 + b2

n2

)n
2

(14)

и аргумента (для больших n)

arg

(
1 +

a + bi

n

)n

= n arctg

(
b
n

1 + a
n

)
. (15)
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Из равенств (14), (15) видно, что существуют пределы

lim
n→∞

∣∣∣
(
1 +

α

n

)n∣∣∣ = ea, lim
n→∞

arg
(
1 +

α

n

)n

= b,

а, следовательно, и предел (13). Записывая теперь правую

часть равенства (13) в тригонометрической форме, получим

вполне алгебраическую запись (без пределов) определения

(13) степени числа e с комплексным показателем a + bi

ea+bi def
= ea(cos b + i sin b). (16)

Отметим, что для степени eα с комплексным показателем

справедливо привычное свойство из вещественного анали-

за: при умножении степеней показатели складываются. Дей-

ствительно,

ea1+ib1ea2+ib2 = ea1(cos b1 + i sin b1)e
a2(cos b2 + i sin b2) =

= ea1+a2(cos(b1 + b2) + i sin(b1 + b2)) = e(a1+a2)+(b1+b2)i.

Полагая в равенстве (16) a = 0, получим

ebi = cos b + i sin b.

Комплексное число, заданное в тригонометрической форме

α = r(cos ϕ + i sin ϕ), можно записать теперь в совсем крат-

кой форме α = r eϕi, называемой показательной.

З а м е ч а н и е 6. Заменив в равенстве

ebi = cos b + i sin b (17)
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b на −b, получим

e−bi = cos b− i sin b. (18)

Складывая и вычитая правые и левые части равенств (17) и

(18), получим

cos b =
ebi + e−bi

2
, sin b =

ebi − e−bi

2
(19)

Равенства (17) – (19) называются формулами Эйлера. Они

устанавливают связь между тригонометрическими функци-

ями и показательной функцией с мнимыми показателями.

Определим теперь натуральный логарифм ln α

комплексного числа. Отметим, что для комплексного числа

α = r(cos ϕ + i sin ϕ) справедливы равенства α = r eϕi =

= eln reϕi = eln r+ϕi. Сравнивая полученное равенство

α = eln r+ϕi с известным равенством для действительных чи-

сел c = eln c, естественно определить логарифм комплексного

числа следующим образом:

ln α
def
= ln r + ϕi.

Таким образом, понятие логарифма определено для всякого

ненулевого комплексного числа, вещественной частью лога-

рифма является логарифм модуля, а мнимой частью – аргу-

мент числа. Поскольку аргумент определён неоднозначно, то

логарифм комплексного числа является бесконечным множе-

ством.
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З а м е ч а н и е 7. Для комплексных чисел также,

как и для действительных, справедливо свойство: логарифм

произведения чисел равен сумме логарифмов. Однако, равен-

ство

ln(αβ) = ln α + ln β

в данном случае не равенство чисел, а равенство множеств

ln(αβ) и ln α + ln β
def
= {u + v : u ∈ ln α, v ∈ ln β}.

Определим, наконец, для всякого ненулевого комплексно-

го числа α и любого комплексного числа β степень αβ. Так

как α = eln α и для действительных чисел a, b справедливо

равенство (ea)b = eab, то степень с комплексным показате-

лем естественно определить равенством

αβ def
= eβ ln α.

Так как логарифм является бесконечным множеством, то

степень αβ также является бесконечным множеством.

П р е д о с т е р е ж е н и е. Все значения сте-

пени αβ, где α и β – комплексные числа, не являющиеся

действительными (т. е. с ненулевой мнимой частью) могут

быть действительными числами! Например, ii. Действитель-

но, так как i = eln i и ln i =
{(π

2
+ 2kπ

)
i, k ∈ Z

}
, то ii =

= {ei(π
2+2kπ)i, k ∈ Z} = {e−π

2+2kπ, k ∈ Z}.

6. Некоторые группы комплексных чисел. Отметим

вначале, что множество C∗ = C\0 всех обратимых элементов

32



моноида (C, ·) является абелевой группой.

Рассмотрим некоторые подгруппы группы C \ 0.

Важной подгруппой группы C \ 0 является множество

U = {α ∈ C : |α| = 1} всех комплексных чисел, модуль

которых равен 1. На комплексной плоскости это множество

представляет окружность радиуса 1 с центром в точке 0.

У п р а ж н е н и е 2. Пользуясь критерием подгруппы,

убедитесь, что множество U = {α ∈ C : |α| = 1} является

подгруппой группы C \ 0.

Рассмотрим теперь группы, связанные с корнями из еди-

ницы.

Согласно теореме 2, число 1 = cos 0 + i sin 0 имеет n раз-

личных корней n-й степени:

εk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Точки комплексной плоскости, изображающие эти корни, яв-

ляются вершинами правильного n-угольника, вписанного в

окружность радиуса 1 с центром в нуле, причем одна из вер-

шин находится в точке (1, 0).

Следующее утверждение показывает значение корней из

единицы в задаче нахождения корней из произвольного ком-

плексного числа.

Т е о р е м а 3. Все корни n-й степени из комплекс-

ного числа α можно получить, умножив один из корней n-й

степени из α на все корни n-й степени из единицы.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть β – один из корней n-й

степени из α, т. е. βn = α, а εi – какой-нибудь корень n-й

степени из единицы, т. е. εn
i = 1. Тогда (β εi)

n = βnεn
i = α,

следовательно, β εi – корень n-й степени из α. С другой сто-

роны, всякий корень βi n-й степени из α можно представить

в виде βi = β(β−1βi), где β−1βi – корень n-й степени из еди-

ницы, поскольку (β−1βi)
n = (βn)−1βn

i = α−1α = 1.

¥

Т е о р е м а 4. Множество Un всех корней n-й степени

из 1 с операцией умножения комплексных чисел является

абелевой группой.

Для доказательства теоремы 4 достаточно показать, что

множество Un является подгруппой группы C\0 или U . Пред-

лагаем это сделать читателю.

В силу формулы Муавра всякий корень εk = cos2kπ
n +

+i sin2kπ
n , k = 0, 1, . . . , n − 1 n-ой степени из 1 является сте-

пенью корня ε1 = cos2π
n + i sin2π

n : εk = εk
1. Поэтому группа

Un является циклической, а корень ε1 – её образующей, т. е.

Un =< ε1 >. У группы Un могут быть и другие образующие,

например, группа U4 имеет две образующие: i, −i. Рассмот-

рим задачу нахождения всех образующих группы Un.

Заметим, что всякий корень n-й степени из 1 будет также

корнем m-й степени из 1 для всякого m кратного n. Поэтому

для всякого делителя d числа n каждый корень d-й степени

из 1 является корнем n-й степени из 1. Однако, для всякого
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числа n существуют корни n-й степени из 1, которые не яв-

ляются корнями из 1 никакой меньшей степени. Такие корни

называются первообразными (или принадлежащими показа-

телю n).

Т е о р е м а 5. Корень εk = cos2kπ
n + i sin2kπ

n ,

0 6 k 6 n − 1 n-й степени из 1 тогда и только тогда явля-

ется образующим элементом группы Un, когда он является

первообразным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть εk – образующий эле-

мент группы Un. Предположим, что εk не является первооб-

разным корнем, т. е. εk ∈ Us для некоторого s, 0 < s 6 n− 1.

Так как все степени εm
k , m ∈ Z элемента εk ∈ Us принад-

лежат группе Us, состоящей из s элементов, то в последова-

тельности {εm
k }, m ∈ Z не более чем s 6 n − 1 различных

чисел и, значит, по крайней мере один из n различных кор-

ней ε0, ε1, . . . , εn−1 не является степенью корня εk, т. е. εk не

является образующим элементом группы Un. Противоречие.

2) Пусть εk – первообразный корень. Предположим, что

εk не является образующим элементом группы Un, т. е. суще-

ствует корень εp ∈ Un такой, что εm
k 6= εp для всякого m ∈ Z.

Так как все степени εm
k , m ∈ Z элемента εk ∈ Un принад-

лежат группе Un, состоящей из n элементов, и εm
k 6= εp, то

число различных чисел в последовательности {εm
k }, m ∈ Z

не превосходит n− 1. Поэтому в ряду n чисел ε0
k, ε

1
k, . . . , ε

n−1
k

не более чем n−1 различных, а, значит, имеются одинаковые.
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Пусть, например, εp
k = εq

k, 0 6 p < q 6 n−1. Тогда εq−p
k = 1 и

1 6 q− p 6 n− 1, т. е. корень εk не является первообразным.

Противоречие.

¥

Укажем теоретико-числовое описание первообразных

корней. Следующее утверждение является инструментом для

нахождения первообразных корней.

Т е о р е м а 6. Корень εk = cos2kπ
n + i sin2kπ

n ,

0 6 k 6 n − 1 n-й степени из 1 тогда и только тогда яв-

ляется первообразным корнем, когда числа n и k взаимно

просты.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть εk – первообразный

корень n-й степени из 1. Пусть d = НОД(n, k), n = dn1,

k = dk1. Тогда εk = cos2k1π
n1

+ i sin2k1π
n1

и εn1
k = 1. Так как

εk – первообразный корень, то из равенств εn1
k = 1 и n = dn1

следует, что d = 1, т. е. n и k взаимно просты.

2) Пусть n и k взаимно просты и εm
k = 1, m ∈ N. Из

равенства εm
k = 1 комплексных чисел εm

k и 1, записанных

в тригонометрической форме, следует зависимость их аргу-

ментов 2kπm
n = 2πp для некоторого p ∈ N, откуда km

n = p и,

значит, km делится на n. Но n и k взаимно просты, следова-

тельно, m делится на n и потому не может быть меньше n.

Следовательно, εk – первообразный корень.

¥
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П р и м е р. Рассмотрим группу U12. Среди чисел от 1 до

12 четыре числа 1, 5, 7, 11 взаимно просты с 12. Поэтому пер-

вообразными корнями 12-й степени из 1, т. е. образующими

элементами группы U12, являются ε1, ε5, ε7, ε11.

З а м е ч а н и е 8. В силу теорем 5, 6 для всякого

числа n ∈ N число образующих элементов группы Un равно

числу ϕ(n) меньших n и взаимно простых с n чисел. Целочис-

ленная функция ϕ : N → N, заданная правилом n 7→ ϕ(n),

представляет хорошо известную в теории чисел функцию Эй-

лера, которая может быть вычислена по формуле

ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·

(
1− 1

pk

)
,

где p1, p2, . . . , pk – простые делители в каноническом разло-

жении n = pα1
1 pα2

2 · · · , p
αk
k . В частности, если n – простое чис-

ло, то ϕ(n) = n − 1; в этом случае все элементы группы Un,

кроме 1, являются образующими.

У п р а ж н е н и е 3. Покажите, что группа Un

изоморфна группе Zn.

Упражнения

1. Найдите тригонометрическую форму числа

а) 2 +
√

3 + i; б) tg ϕ− i; в) 1 + cos ϕ + i sin ϕ.

2. Вычислите

а)

(
1 +

√
3 + i

2

)24

; б) (1 + cos ϕ + i sin ϕ)n;
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в)
(1 + i)n+2

(1− i)n
, n ∈ Z.

3. Докажите равенства

(1 + i)8n = 24n, n ∈ Z; (1 + i)4n = (−1)22n, n ∈ Z.

4. Решите уравнение

z2 − (1 + i)z + 6 + 3i = 0.

5. Докажите, что всякое комплексное число z, отличное

от –1, модуль которого равен 1, может быть представлено в

форме z =
1 + ti

1− ti
.

6. Выразите tg nx, n ∈ N в виде частного многочленов

от sin x и cos x.

7. Вычислите суммы:

a) s(x) = cos x + cos 2x + . . . + cos nx,

u(x) = sin x + sin 2x + . . . + sin nx;

b) s(x) = cos2 x + cos2 2x + . . . + cos2 nx,

u(x) = sin2 x + sin2 2x + . . . + sin2 nx;

c) s(x) = 1 + a cos x + a2cos 2x + . . . + ancos nx,

u(x) = a sin x + a2sin 2x + . . . + ansin nx

(указание: рассмотрите сумму s(x) + iu(x)).

8. Вычислите суммы:

а) 1− C2
n + C4

n − C6
n + · · · ;

б) C1
n − C3

n + C5
n − C7

n + · · ·
(указание: вычислите (1 + i)n по формуле бинома Ньютона и
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по формуле Муавра).

9. Найдите сумму и произведение всех корней n-й степени

из единицы.

10. Покажите, что множество
∞⋃

n=1
Un является подгруппой

группы U .

11. Покажите, что отображение f : R→ U, f (t) = cos t+

+i sin t является гомоморфизмом групп R и U .

12. Покажите, что отображение f : C → C, f (z) = z

является изоморфизмом поля комплексных чисел на себя.

13. Пусть f : C → C – изоморфизм поля C на себя.

Покажите, что f (i) = i или f (i) = −i.

14. Покажите, что отображение µ : C \ 0 → R+, опре-

делённое равенством µ(α) = |α|, является гомоморфизмом

групп (C \ 0, ·), (R+, ·) и Ker µ = U .

15. Обозначим Rϕ поворот плоскости R2 на угол

ϕ ∈ R вокруг точки 0. Покажите, что множество Sпов(R2) =

= {Rϕ : ϕ ∈ R} всех поворотов с операцией «◦» супер-

позиции является абелевой группой. Покажите, что отобра-

жение F : (C \ 0) → Sпов(R2), определённое равенством

F (α) = Rarg α, является гомоморфизмом группы (C \ 0, ·) на

группу (Sпов(R2), ◦) и найдите Ker F .
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